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Aufgabe 1: Seien Jj(z) die Koeflizienten in der Laurent-Reihe

“+o0
e:v(zfl/z)/Q _ Z Zka(QS) )
k=—oc0
Zeigen Sie:
ok 2m
Jk(.]?) _ L eiz cos w—ikapdw
2m
0

Bemerkung: Jj, ist die Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung k.

Losung: Nach den Formeln fiir die Koeffizienten der Laurentreihe gilt

1

Jp(w) = i Cex(zil/z)pzikildz

1 27 ) )

= /2 (6”—e*“")e—i(k+1)wieisﬂdw
1 27 . .

- eiwsmtpfzkrgodcp
2T 0
1 27

- eiz cos <p—ik(ap+7r/2)d<p
2T 0
ik o "

- et cos p—ikp g
2T 0 4

Aufgabe 2: Sei f € L;(R") und f1(z) = f(Axz 4 b) mit einer invertierbaren
(n,n)-Matrix A und b € R". Zeigen Sie, dafl

fl(g) — ﬁeig.A—lbf(Ang) .



Losung: Es gilt
file) = ¢ / f(Az + b)e " d
_ ¢ —izA~tE
= |A/f(:17+b)e dx
_ ¢ —i(z—b)AT ¢
A /f(ac)e dx
1

- Wei@“”b fra~te.

Aufgabe 3: Sei f € C(R'). Zeigen Sie: Fiir € S, n > 2 gilt
+1
[ 16 0o = 1572 [ -2
Sgn—1 -1

mit |S™~!| die Oberfléiche der Einheitssphire in R", also [S™ 1| = 27™/2/T(n/2).
Loésung: Wir betrachten zunéchst S7=1" mit den Punkten aus S"~! mit po-

sitiver x,-Komponente. Dann gilt fiir die Punkte x,, = z,(z1,...,2p—1) =

1 —2? — 23— ... —22_,. Nach Definition des Oberfléichenintegrals (siehe z.B.
Bronstein, 8.5.1.2) gilt:

V1 + (e, /dx)? + ..+ (do, /de,_1)2d2, - - - dzy,

1 1 1
= T1,eeesTy1,Tn
/4 /4f< ' ' )Jl—x%—...—x%
= / / / f(x)sin”fQH,L_l...sin@%sinﬁgdﬁn_l...dﬁl
0 o Jo

und damit

T ™ 27
/ = /// f(x)sin™ 20,1 ...sin032sinxdb,, _; ...do;.
Sn—1 0 0 0



Fiir die Transformationsformel fiir Polarkoordinaten siehe Forster 111, Seite 33:
Definiere G := D!D. Dann ist G eine Diagonalmatrix, und es gilt vdet G =
det D.

Das Integral ist unabhingig von 6 € S"~!. Wir wihlen also § = (0,...,0,1)
und damit x - @ = cosf,_1. Eingesetzt:

T ™ 27
/ f@-z) = /// f(cosB,_1)sin" 26, _1...sinbdf; ...db,_,
Sn—1 0 0 0
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1S3 f(cosbp_1) sin""2dh,,_,

0
1
572 [ pwa - )9 e
-1
Aufgabe 4: Sei f € Co(R"™), n > 2. Zeigen Sie fiir s > 0:

[ e [ 1(2) o

Tp=8 sm

T
mit ST = {z e S" 'z, >0}
Loésung: Wir projizieren die Hyperebene durch w := I%\ auf Si_l, die In-
verse Abbildung ist gerade z = ﬁw . Fir !l < n gt 2; = sw;/w, und
Wy, = \/17wf7...7w72171. Fiir k,1 < n gilt damit

ox; s ﬂ

ow;  w, W2

und fiir [ # k
Or;  swwg
owp  wd
Setze nun a := i(wl, ...,wpn—1). Dann ist die Funktionaldeterminante gerade

(I + aa'), und mit der Formel det(I + aal) =1 + |a|? gilt

Wn, MNwi, .-y Wno1)

sw. s" 1
= [ o)

n—1 w
+ n

/ flx)dz = / F(Zw) @1, 1) dwy . . . dw,,
Tn=s Wi twZ<l



Beweis der Hilfsformel: Sei U eine unitire Matrix mit Ua = |ale;. Dann ist
det(I +aa') = det(U(I + aa")U")

det(I + |a|?erel)

= 1+ |a|2.

Aufgabe 5: Sei f: R — C die Funktion der Gestalt

f(a) = p(x)e="/?

mit einem Polynom p vom Grade n. Zeigen Sie, dafl f die gleiche Gestalt hat.
Loésung:
Es gilt

fo =em e [pwe

= (@0 / p(z)e B @+ +6) gy

(277)_"/26_52/2 /p(ac - if)e‘xz/zdx
= e 67/2 Z @kfk

denn p(x — i£) ist ein Polynom in £ und damit auch das Integral.
Einfacher: Sei ohne Einschrinkung p(z) = z®. Dann gilt

(xaeix2/2)(§) _ i|a\Da(e_;2/2)(§) _ i‘alDa(e_£2/2)

und die Ableitung ist natiirlich wieder ein Polynom.

Aufgabe 6: Sei f € Lo(R") radial, d.h. f(z) = fo(|z|). Zeigen Sie: Dann ist
auch f radial, und

f(6) = |72 / Fo(P)™ 2 T pa(rl€
0

Loésung:



Nach Vorlesung gilt
/S’ . e dw = (2m)" 2 (rp) B2 T, gy (1)
und damit mit & = [¢|6
for = en 2 [ e s
= (277)7"/2/ r”flfo(r)/ eIE0w iy
0 Sn—1
€[ ol sy alrl€ar
0

Aufgabe 7: Sei S der Schwartz’sche Raum der Funktion f € C*°(R") mit

Sup [z*DPf(z)| < oo
Rn

fir alle «, B > 0. Zeigen Sie: Ist f € S, so auf f eS.

Losung: Sei f € S. Dann gilt:

€ DPf(©) = @ DfE)]
(27r)_"/2|/xﬂDaf(a:)e_mde\

IN

C’/min(l,|x|”+1)
C/

IN

Aufgabe 8: Sei fiir e > 0 f. : R — R die Funktion

D S
fe(@) = { 0 , sonst
Zeigen Sie:
1) fe € LQ(Rl)
2 lmf©) =i (5)" sen (9, £ £ 0.



Losung: Es gilt

/ff(x)d:v = 2/€Ooxlgd:c

2

€

und (weil die Fouriertransformierte existieren muf!)

_ L 1 —iae
fe(f) - \/%/|I>€.’Ee dx

i sinxﬁd
= - x
V2T lz|>e L
) sin x
— dx sgn
o | a gn(§)
N\ 1/2
= —i (§> sgn(§).

Die letzte Gleichung gilt wegen sinc = x.

Aufgabe 9: Sei n = 2. Man zeige folgende Formeln in D’'(R"):

(a) div %5 =27d

||

(b) div I”;TQ =0, zt= < T )

Loésung:
Wir benutzen den Gaufischen Integralsatz in der Form

/Qdivu cvdx = — /Q Vv - udx + /asz v(x)v(x)u(x)dx.

(Beweis: Wende den GauBischen Integralsatz an auf uv, v eine skalare Funktion).

Damit ist
T T
— - Vepdxr = lim T

e—0 |z|>e |I|

Vdo(x)

|z[?



X XV
lim / div— pdx —|—/ —=@do(x)
e—0 < |z|>e€ |X|2 |x|=€ ‘X|2

= 2mp(0)

denn der div verschwindet, und v = ﬁ

Fiir z steht in der letzten Gleichung 2+ - v, und der Term verschwindet immer.

Aufgabe 10: Sei K C R" kompakt mit glattem Rand, und sei yx die cha-
rakteristische Funktion von K.
Zeigen Sie: In D'(R") gilt

0

= —vi0ok
axiXK 100K

wobel v; die i-te Komponente der dufleren Normalen auf 0K ist.

Losung:
Wir wenden den Gauflschen Integralsatz an wie oben fiir © = e; und erhalten

/Q audt = /d w(@)e(@)is

und das ist die Aussage der Aufgabe.

Aufgabe 11: Zeigen Sie, daf fiir jedes h € C?(R")

eine Losung der Wellengleichung % = Au in (R?*\ {0}) x R' ist.

Losung:
Zum Beispiel mit Maple.

Aufgabe 12: Fiir z = x + iy sei % = % (% + ia%).
Zeigen Sie:

01 5

= —nr
0z z



Loésung:

Wir schreiben )
1 1 1 — 1To

2 xtiry |z)?

Durch Ausrechnen erhalt man
01

0% 2

1 .. x Coxt
= §(dlvm + 1d1vW) =md

nach Aufgabe 9.

Aufgabe 13: Sei (Ryf)(z) = (Rf)(0,x). Zeigen Sie, daf fiir f, g € Co(R™)
Ro(f *g) = Rof * Rog ,

wobei links die Faltung in R™, rechts die Faltung in R' gemeint ist.

Lésung:
Es gilt:

(Ro(f+g))(o) = (f*g)l
F(

Aufgabe 14: Fiir f € Cp(R") sei

(Pf)(@,x):/f(x—i—w)dt, reft, fesnt,
Rl

Zeigen Sie:

((PHNGIE) = 2m)'2f(€),  ceor,
wo links die (n — 1)-dimensionale Fourier-Transformation in #+ und rechts die
n-dimensionale Fourier-Transformation steht.

Loésung:



Es gilt
(PﬂWJFiLf@+ﬁmﬁ

und damit

(PFE)

/e_mng(é?,m)dw(27r)_("_1)/2
gi
= / e‘mg/ f(x + t0)dtdx(2r)~(n=1)/2
oL R
= / e @TOVE £ (0 4 10)dtda(2m) = (P 1/2
= (2m)"2f(9).
Beachte: z, ¢ sind in §+ und damit 6 - € = 0.
Aufgabe 15: Mit (Pyf)(z) = (Pf)(0,z) gilt fiir f, g € Co(R™)
Py(f = g) = (Pof) * (Pog) ,

wo links die Faltung in R", rechts die in 6+ gemeint ist.

Loésung:
Es gilt
(Po(f*g)N&) = (f*g)(&)(2m)'/?
= (&) 9©@n) "2
= (Pof)(&) - (Pyg)(&)(2m)n—1)/2
= ((Pof) = (Pag) J(E)-

Aufgabe 16: Sei g € Co(S™ ! x R') gerade. Zeigen Sie:

(R )(€) = 22m) ™ D2l g (S e

€l

Loésung:

Nach Definition von R* und der Parsevalschen Gleichung

[fa=[ 1

9



gilt fir w € S

Faw) = [ (Ro@i@
/g (0, s)dsdb
R
/ 9(0,0) Y (0,0)dodb
R
= 7)(n—1)/2 §(0, 0)w(cl)do
(2m) . /IRg(O, Yw(o8)dodh
= ) (n=1)/2 g(0, 0)w(cl)do
2(2) 02 [ [ 0.0 (o) daas

= 2000 [ g/ el (e

und daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 17: Sei f € Co(R?) und g = Rf. Sei
i COS
9(0,5) = ZZ:W(S)@” 0= ( si;g> ’
f(re) = ng(r)eiw
¢

Zeigen Sie

mit dem Tschebyscheff-Polynom 1. Art Ty, also Ty(x) = cos({arccos x), |x| < 1.

Losung: Wir benutzen das Funk-Hecke-Theorem in zwei Dimensionen

/27r h(cos @)ePdp = 2/1 h(t)Ty (t)(1 — t2)~ Y2t
0

-1

und eine alte Ubungsaufgabe fiir die Integration entlang einer Hyperebene. Dann
gilt mit 0 = 0(yp):

/w_ezsf(x)dz = /wa(e’.sw.w)(eij)lep



= /Zfl zlw Sw)zd'(/}
_ il s S il
N Ze %0/0 fl(cosw)cosQw6 %
1
= Zeilcp/ fl(i)t%Tm(t)(l_tQ)—l/th
= S [T TG-S

wobei 7 = s/t und damit dt = s/r%dr und w = w(v).
Aufgabe 18: Sei fiir f € Cg°(R?) und 1 € R
9(6,5) = (17)(0.5) = [ e (50 +16°)ds
R!
die exponentielle Radon-Transformation. Zeigen Sie:
() (T,)"0,0) = (2m)/? f (06 + iub*).
(b) Sei g(0,0) = (T,.f)"(0,i0). Dann gilt
9(0(p —a),0) = g(0(p + @), —0),

_ : o _ [ cosy
o = arcsin N/ = 0(p) ( sin 5 ) .

~ [sg(0,s)ds

Loésung:
u (a): Es gilt

(T,.f)(0,0) \/% /m e los /JR f(s6 + to+)edtds

1 / / —i(os+ipt) 1
= e NI £(s0 + tO)dtds
om e ( )

= = [ ayeion it gy

V21 Jr2

1
E/lzng(x
= V2rf(o0 +iubt)

) T
e—zx(aG—HpO )dx

11



zu(b): nach (a) ist die Gleichung g(0, s) = g(¢’, —s) richtig, falls
o0 + bt = o0 + po't.

Sei ohne Einschriankung ¢ = 0. Dann lautet die erste Komponente dieser Glei-
chung mit ¢ = cosa, s =sina

oCc— 4S8 = —0C+ US

oder
oc=us

und damit wegen c? + 52 =1
0_2(1 o 82) _ ,u2$2

oder
2

sy O
- u2 + o2’

zu (c):

Fiir ¢ mufl die Definition von oben eingesetzt werden, nicht der von (b). Der

folgende Beweis stammt aus dem Originalartikel von Hertle (Math.Z. 1988):

Definiere h(6,0) = f(of +ipb*) = §(0, o). Dann gilt

oh 2 oL
und damit

%Z = o0t - (Vf)—iub- (V)
; Oh
= L9t S by

o (Vf) —ipm
Setze nun ¢ = 0, und es ergibt sich

58(0,0) [ 5L(6,5)ds

— P

p=r 9h0,0)  [s9(0,5)ds

Aufgabe 19: Sei M die Mellin-Transformation
(M5)(s) = [ fa)a e
0

Zeigen Sie

(Mf)(s) = (1=s)(Mf)(s—1)
(Ma?f)(s) = (Mf)(s+p)
(M(f*g))(s) = MfMg ,

12



wobei

(F+)e) = [ 1009 (3) %
0

Aufgabe 20: Sei T; das Tschebyscheff-Polynom 1. Art vom Grad ¢, also
Ty(x) = cos(farccosz) , |z|<1.

Zeigen Sie: Fir |z| > 1 gilt

Te(2)| =

(m—l—\/xQ—l)l .

DN =

Losung:
Fiir || > 1 ist arccos z rein imagindr. Damit gilt

T)(x) = cos(larccosx)

2

Z %(ei arccosm)l

(ezl arccos x + ele arccos z)

1
= i(x + isin(arccos )"

- %(erz’M)l
= %(:c—k Va? — 1)

Aufgabe 21: Sei fiir f € Cg°(R?) und z, y € R?
(D) = [ fa+ )i
R!

Sei g = Df. Zeigen Sie:
(a) g erfiillt die Differentialgleichung von John:

?%g B g
(%cic‘?yj 82%(9]/1 B

0, 4,j=12.3.

13



(b) Sei ¢ die Fourier-Transformation von g beziiglich der zweiten Variablen.
Dann ist g(-,7n) konstant auf allen Ebenen, die zu n senkrecht sind.

Loésung:
Es gilt
0%g
5‘@8%

0 f
R azlé)zj
0%g

(z,9)

(z + ty)tdt

Mit den Rechenregel der Fouriertransformation gilt

0 0%g

i = a0y,
n 8x]—g 8%1 Yi

Damit ist das Kreuzprodukt von p und V§(;n) Null, also sind die Vektoren
parallel. Damit verschwinden alle Richtungsableitungen in Richtung n*, die
Funktion ist also konstant in diesen Richtungen.

Aufgabe 22: Sei f € C5°(R"). Zeigen Sie: Fiir m = 0,1,2,... ist

Pm(6) = / S™(RF)(6, 5)ds
Rl

ein Polynom in 6, welches homogen vom Grade m ist.

Loésung:
Es gilt

pm(6) = /IR S™(RF)(6, 5)ds

_ /R gm /  fla)dads

= [ @i

14



und das ist ein homogenes Polynom in § vom Grade m.

Aufgabe 23: Sei f € C§°(R"). Zeigen Sie: Fiir m =0,1,2,... ist

dm(y) = / (z-y)™(P£)(0, 2)de
QL

auf 0+ ein Polynom, welches homogen vom Grade m und unabhiingig von 6 ist.

Loésung:
Es fehlt die zusitzliche Voraussetzung y € #+, andernfalls ist das Polynom nicht
unabhiingig von 6. Sei Py wieder die Projektion auf 6-.

| @ wmep@.s

/al(my)m/]Rf(a:—l—t-H)dtdx

f(2)(Pyz - y)"dz
R

f(2)(z-y)"dz
R

qm (y)

Aufgabe 24: Sei f € C°(R") und h(z) = 2|z|'~". Zeigen Sie:
P*Pf=hxf

Loésung:
Wir leiten zunéchst noch einmal die Formel fiir P* her. Es gilt

PO, 2) = /IRf(x Lt 0)dt

und damit
(Pf,g) = / / (Pf)(0,2)g(0, x)dxdb
Sn 1 0J_
= / / / flx+t-0)g(0,z)dt dxdd
Sn— 1 eJ_
= / f(2)g(0, Ppz)dz db
Sn— 1 IR™

_ /ZR £(2) /S (0, Py2)d0 dz

15



wobei Pyz die Projektion von z auf - ist. Insbesondere ist die Differenz von z
und Pz ein vielfaches von §. Damit gilt

PP = [ (eDe. R

/Snil/lRf(PeiE—l—ﬁG)dtdg

/S /Rf<x+t-9)dtd9

2/ f(z+t-0)dtdd
Sn—1 J R+

| fa=z) 2
-
(f + h)(@)

mit der obigen Definition.

Aufgabe 25: Fiir eine Funktion f € C(S?) sei

@F)(€.5) = / F(6)do(6), ¢ER®, seR’
£-0=s

mit dem Oberflichenmaf$ o auf S'. Zeigen Sie:

(a) Ist s =0 und f gerade (also f(—0) = f(0)), dann gilt

o =wn (G.-o) . = (§)

mit der zweidimensionalen Radon-Transformation R und

/
F <a:> =2f(2',z3)23, x3=+/1—|7|2.

T3
(b) TIst &3 = 0 und f gerade beziiglich z3, so ist
(QN)(E,0,5) = (RF)(E ),
F(@')=2f(2',z3)/x3, x3=+/1—1]2'|2.

Losung:

16



dx’
d’l,’g

(QF)(€.0) =2 / f(a', z5)

§a'=—w383

Aufgabe 26: Sei A eine nichtsinguldre (n,n)-Matrix und a € R". Sei f(z) =
fo(Az + a) mit fo € Co(R™). Sei B = (AT)~1.
Zeigen Sie:

g = KB (B0 B0+ s
(Rf)(8,s) | B (Rf0)<|BG|7 |BO| )

Loésung:
Die Losung der Aufgabe ohne Verwendung der §-Distribution ist erstaunlich
schwierig. Insbesondere ist im allgemeinen

1
/x»ezo f(Az)dz # il flx)dx
denn die Integration geht iiber einen n — 1-dimensionalen Raum, und damit darf
keine n-dimensionale Transformationsformel angewandt werden. Statt dessen
mufB man die Einschréinkung von A auf #+ betrachten und dessen Determinante
berechnen. Einfacher geht es mit der §-Distribution. Wir sagen zuniichst, was
wir mit der spéater benutzen Notation meinen:

F@)o(s —z-0)dw = /.0_0/00 Fly +0)5(s — t)dt dy

IR™

[ s+ +omay
y-0=0

= /.0: f(z)dy
= Rf(0,s).

Hierbei haben wir natiirlich benutzt, da§ |#| = 1, denn sonst gilt schon die erste
Gleichung nicht. Damit ist die folgende Rechnung gerechtfertigt:

(Rf)(0,s) = f(@)d(s —x - 0)dx

IR™

= fo(Az + a)d(s — x - 0)dx
"

17



= [ 1wt = (7 =) 0y

\detB|/ fo(y)d(s+a- B —y- Bb)dy
Rn,

\detB|/ s+a-Bf Bo
1) —y- d
~|det B| BO s+a-B0

In the last but one equation we used that § is homogeneous of degree 1 since

S(Af) = Af(0) = Ao(f), thus § as a function is homogeneous of degree -1.

Aufgabe 27: Zeigen Sie: Fiir ¢ € C3°(R') gilt

lim / o) g ¢ @ +imp(0) .

e—+0 ) xtic
Rl
Loésung:
Sei R so grof} dass supp ¢ C [—R, R].
o) *ap(x) [T ep(@)
: = 5 sdr—1i 5 5 dw
R T+ 1€ _RIT°+€ _RIT°+€
_ [ et ey, [ )0 e
—R 1'2 + 62 —R x2 + 62
o jf ‘Pi@ da + 0 — imp(0)

where in the last equation we set = ey and use [}, J%H =T.

Aufgabe 28: Sei S der Operator der sphérischen Mittel, also

(S r) =i / F@' + y)doly)

ly|=r

R
—ie/ ;p(O)de
_RQC + €

Zeigen Sie: Die Adjungierte S* von S als Operator Lo(R") — (R" ™' x R}) mit

dem inneren Produkt

oo

(g7h)L2(R"_1><R}‘_) :/ / rn—lg(;];/?r)h(x/,r)dx/dT
0 pr-t

18



ist gegeben durch

(5%g)() = / 9y — yl)dy .

Yn=0
Aufgabe 29: Sei f € C§°(R") gerade in =, und g = Sf. Zeigen Sie:

7(©) = 5@ leallel(87) (@)

(Dies ist Satz II1.4.2. Benutzen Sie Satz I11.4.1)

Aufgabe 30: Sei R die n-dimensionale Radon-Transformation und W = R*w
mit w € Co(S™! x R'). Zeigen Sie: Fiir f € Co(R") gilt
W f=R"(wxRf),

wo links die n-dimensionale, rechts die 1-dimensionale Faltung steht.
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